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است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱
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.d = 1 بنابراين
آنگاه، ،a ≥ 3 اگر و a ̸= 1 که کنيد توجه .a = 2 که می�کنيم ادعا
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بنابراين، و a = 2 پس است. ناممکن که
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.b ≥ 3 و
آنگاه ،b ≥ 4 اگر که کنيد توجه .b = 3 می�کنيم ادعا
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c = 6 ،b = 3 ،a = 2 مسأله جواب تنها پس می�آيد. به�دست يکتا به�طور c = 6 درنتيجه، و b = 3 پس
است. d = 1 و

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲
بنابر پس دارند. قرار دايره يک روی C و B ،D ،E نقطه�ی چهار بنابراين ،∠CDE = ∠CBE چون

بنابراين، و AB ·AC = AD ·AE نقطه، قوت تعريف

a(a+ b) = c(c+ d)

۱
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است. صحيح (الف) گزينه�ی .۳
داشته عضو يک دست�کم ۳ پيمانه�ی به مانده�های رده�ی هر از A اگر اين�صورت در .|A| ≥ 5 کنيد فرض
۳ پيمانه�ی به مانده�های رده�های از يکی از پسAدست�کم است. بخش�پذير ۳ بر عضو سه اين مجموع باشد،
دارای n و 0 ≤ r ≤ 2 که دارد وجود r مانند عددی لانه�کبوتری، اصل بنابر اين�صورت، در ندارد. عضوی

که است x3 و x2 ،x1 مانند متمايز عضو سه

xi
3≡ r, 1 ≤ i ≤ 3

|A| = 4 که می�دهد Aنشان = {1, 2, 4, 5} مثال .|A| ≤ پس4 .3|x1+x2+x3 اين�صورت در اما
است. امکان�پذير

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۴
N يا N = 2 يا پس است ۲ برابر N ارقام مجموع چون باشد. نظر مورد ويژگی با عددی N کنيد فرض
بايد nپس باشد. ۱ بايد آن آخر رقم ، است Nاول چون اما صفرند. آن ارقام بقيه�ی و است ۱ رقم دو دارای

شکل به
N = 1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

nتا
1 = 10n + 1

می�آيند به�دست 101 و 11 عددهای n = 2 و n = 1 به�ازای .n < 4 پس ،N < 1376 چون و باشد
است. بخش�پذير ۱۱ بر 1001 عدد n = 3 به�ازای اما اول�اند. که

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۵
نتيجه ،y = 1 اگر .xy−1 = x+ 2 درنتيجه، .xy = x2 + 2x پس ،xy + 1 = (x+ 1)2 چون
بنابراين، .x|2 پس x|x چون و x|xy−1 بنابراين، .y ≥ 2 پس است. غيرممکن که x+ 2 = 1 می�شود
نتيجه x = 2 اگر است. تناقض که می�رسيم 1 = 1 + 2 رابطه�ی به ،x = 1 اگر .x = 2 يا x = 1

است. (x, y) = (2, 3) مسأله جواب تنها پس .y = 3 می�شود

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۶
اگر پس .a = −(x1 + x2) و b = x1x2 آنگاه، باشند، معادله جواب دو x2 و x1 اگر که کنيد توجه
زوج b و فرد a باشد، زوج ديگری و فرد x2 و x1 از يکی اگر و بود خواهد فرد b و زوج a باشند، فرد x1x2

هستند. صحيح ۴ و ۲ عبارتهای پس بود. خواهد

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۷
،n = 1 اما هستند n! + 3 = 3n−1 معادله�ی جوابهای n = 4 و n = 3 که ديد می�توان آسانی به
بر 3n−1 − 3 ولی است بخش�پذير ۹ بر n! ،n ≥ 6 به�ازای نيستند. معادله اين جواب n = 5 و n = 2

نيست. بخش�پذير ۹

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۸
برابرند. ∠ADC و ∠ACD زاويه�های درنتيجه و AD = AC پس ،BD = BA + AC چون

بنابراين،
∠ADC =

1
2 (∠ADC + ∠ACD) =

1
2∠A = 22/5◦

از دهيم، نشان با[△] را △ شکل مساحت اگر باشد. DM با CK تقاطع نقطه�ی L کنيد فرض
می�شود نتيجه [BDM ] = [BCK]

[MLC] = [KLD]

K و M از شده رسم عمودهای پاهای به�ترتيب H2 و H1 اگر بنابراين، و [MCD] = [KCD] پس،
باشند، CD بر

CD ·MH1 = CD ·KH2

۹ ۲از صفحه�ی
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بنابراين، موازی�اند CD و KM يعنی .MH1 = KH2 درنتيجه،

∠BKM = ∠BDC = ∠ADC = 22/5◦

A

B
C

D

K

M

H2

H1

است. صحيح (د) گزينه�ی .۹
.f(y) = y آنگاه باشد، داشته قرار f تابع برد در y اگر که است آن ارز هم f(f(x)) = f(x) شرط

داشت: خواهيم حالت سه دهيم، نشان Rf با را f برد اگر
را f مقدار بايد Rf از خارج عضو تنها به�ازای و است همانی Rf روی f حالت اين در .|Rf | = 2 الف)
Rf برای امکان

(3
2
)
= 3 چون و دارد وجود f برای امکان دو پس کنيم. تعريف Rf در عضوی با برابر

دارد. وجود حالت اين در امکان 2× 3 پس دارد وجود
دارد. وجود انتخاب 1 تنها بنابراين و است همانی A روی f و Rf = A حالت اين در .|Rf | = 3 ب)

دارد. وجود f برای انتخاب ۳ بنابراين، و است ثابت تابعی f حالت اين در .|Rf | = 1 ج)
دارد. وجود f تابع برای انتخاب ۱۰ يعنی 6+ 3+ 1 جمعاً پس

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۱۰
می�شود نتيجه ،ha = hb + hc چون باشد، ABC مثلث مساحت S اگر

2S
a

=
2S
b

+
2S
c

بنابراين .bc = ab+ ac درنتيجه، و

a2 + b2 + c2 = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac+ 2bc = (a− b− c)2

است. کامل مربع a2 + b2 + c2 پس

۹ ۳از صفحه�ی
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است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۱
که کنيد )توجه

101376 − 1
2

)2
< a <

(
101376

)2
بنابراين،

2× 101376 − 1 < 2
√
a < 2× 101376

درنتيجه، و
[2
√
a ] = 2× 101376 − 1

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۲
بنويسيم می�توانيم بناميم، R را ADE مثلث محيطی دايره�ی شعاع اگر

DE = 2R sinA

است). ثابت sinA (چون شود مينيمم R که می�شود مينيمم وقتی DE پس

A

B
CD

E

X

که می�شود مينيمم وقتی R پس است)، BC ضلع بر وارد ارتفاع ha) ha ≤ AX ≤ 2R چون اما
باشد. BC ضلع بر وارد ارتفاع AX يعنی 2R = ha

است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۳
که داريم سياه سفيدـ� مهره ۵ و سياه مهره�ی ۵ حال می�چسبانيم؛ سياه مهره�ی يک سفيد، مهره�ی هر به
با است متناظر دقيقاً مهره�ها اين چيدن روش هر بچينيم. راست به چپ از را آنها رديف يک در می�خواهيم
برابر حالتها تعداد پس باشد. داشته قرار سياه يک دست�کم سفيد، هر از پس که مهره�ها چيدن روش يک

.N = 10!
5!×5! = 252 با است

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۴
فرض و باشد زوج و خوب عددی يک n کنيد فرض است. ۲ از توانی لزوماً زوج خوب عدد هر که می�کنيم ادعا
بنابراين، و m > 1 نباشد، ۲ از توانی n اگر است. فرد عددی m و k ≥ 1 آن در که n = 2km کنيد

اما .2k ∈ An همچنين .m ∈ A پس (m,n) = m > 1

(2k +m,n) = (2k +m, 2km) = (2k +m,m) = (2k,m) = 1

به همچنين است. نادرست m > 1 فرض که می�دهد نشان تناقض اين نيست. An در 2k + m عدد
۱۳۷۶ از که بشماريم را ۲ توانهای تعداد بايد اکنون است. خوب عددی ۲ توان هر که کرد ثابت می�توان آسانی
وجود ۱۳۷۶ از کوچکتر زوج خوب عدد 10 پس . n ≤ 10 می�شود نتيجه ،2n < 1376 اگر کوچکترند.

دارد.

۹ ۴از صفحه�ی
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است. صحيح (د) گزينه�ی .۱۵
می�دهيم. نشان [△] با را △ شکل مساحت و ،c = AB و b = AC ،a = BC می�دهيم قرار

A

B C

M

H 1

H3 H2

اين�صورت، در

[MBC] · [MAC] · [MAB] =
1
8abc ·MH1 ·MH2 ·MH3

[MBC] · که است ماکزيمم وقتی MH1 · MH2 · MH3 حاصل�ضرب ثابت�اند، c و b ،a چون و
[MBC] + [MAC] + [MAB] = [ABC] چون اما باشد. ماکزيمم [MAC] · [MAB]

که است ماکزيمم وقتی بالا حاصل�ضرب پس است، ثابت مقداری

[MBC] = [MAC] = [MAB] =
[ABC]

3

باشد. مثلث ثقل مرکز بايد M پس

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۶√
x′y′ چون و x′+y′+2

√
x′y′ = 1376

d پس .(x′, y′) = 1 که y = dy′ و x = dx′ فرضکنيد
x′ = u2 کنيد فرض هستند. کامل مربع دو هر y′ و x′ پس اول�اند هم به نسبت x′, y′ و است صحيح
آنجا از و 1376

d = 4, 16 داريم 1376 = 25 × 43 به توجه با و (u + v)2 = 1376
d پس y′ = v2 و

(x, y) = (104, 104) با متناظر که می�آيند به�دست (u, v) = (1, 3) و (u, v) = (1, 1) جوابهای
هستند. (x, y) = (26, 78) و

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۷
پس .ff(m) = ff(n) آنگاه f(m) = f(n) اگر واقع، در است. يک به يک تابعی f که کنيد توجه

بنويسيم می�توانيم اکنون .m = n درنتيجه، و 2m+ 3 = 2n+ 3

f(0) + ff(0) = 3

اگر طور همين پس است. تناقض که 3 = f(0) + f(f(0)) = 0 می�شود نتيجه ،f(0) = 0 اگر
پس .f(3) = 0 بنابراين، و 3+ f(3) = 3 می�شود نتيجه ،f(0) = 3

9 = f(3) + f(f(3)) = 0+ 3 = 3

f(2) + 2 = 3 می�شود نتيجه ،f(0) = 2 اگر .f(0) = 2 يا f(0) = 1 پس است. تناقض هم باز که
f(1) ≤ f(1) + اما .f(1) = 8 درنتيجه، و f(2) + f(1) = 9 پس .f(2) = 1 بنابراين، و

۹ ۵از صفحه�ی
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.f(n) = n+ 1 که می�کنيم ثابت استقرا به اکنون .f(0) = 1 می�گيريم نتيجه پس .f(f(1)) = 5
آنگاه باشد، برقرار n به�ازای تساوی اگر است. صحيح n = 0 به�ازای حکم

f(n+ 1) = 2n+ 3− f(n) = 2n+ 3− (n+ 1) = n+ 2

می�کند. صدق معادله اين در تابع يک تنها پس

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۱۸
ax2+ bx+ c چندجمله�ای ،b2− 4ac = 9 اگر واقع در ندارد. وجود خاصيت اين با رقمی سه عدد هيچ

بنابراين، می�شود. تجزيه (px+ q)(rx+ s) به�صورت صحيح اعداد مجموعه�ی روی

abc = 100a+ 10b+ c = (10p+ q)(10r + s)

بود. خواهد مرکب عددی

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۱۹
باشد، داشته وجود نمی�تواند خاصيت اين با نقطه ۵ از بيش که کنيد توجه

�

A

�

� � �

فاصله�ی ۱۴ دقيقاً بالا شکل در که ديد می�توان سادگی به و می�آورند به�وجود فاصله
(6
2
)
= 15 نقطه ۶ چون

دارد. وجود متمايز ناصفر
متمايزند. آن در فاصله�ها تمام که می�دهد نشان را نقطه ۵ بالا شکل

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۲۰
آنگاه ،f(x) = 1 اگر واقع در .f(x) ≥ 2 آنگاه ،x ≤ 1 اگر که می�کنيم ادعا

f(x2) = f(x) + f(x)− 1 = 1

،y مانند طبيعی عدد نامتناهی تعدادی به�ازای پس .f(x4) = f(x8) = · · · = 1 ترتيب، به�همين و
می�شود نتيجه (۳) شرط از ديگر سوی از دارد. تناقض مسأله (۲) فرض با که f(y) = 1

f(30) = f(15) + f(2)− 1 = f(3) + f(5) + f(2) = 6

.f(2) = f(3) = f(5) = 2 پس است، ۶ برابر آنها مجموع و f(2), f(3), f(5) ≥ 2 چون اما

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۲۱
با است برابر زيرمجموعه�ها اين تعداد کنيم. انتخاب را عضوی ۶ و ۵ ،۴ زيرمجموعه�های همه�ی که کنيد )فرض

6
4

)
+

(
6
5

)
+

(
6
6

)
= 22

۹ ۶از صفحه�ی
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مشترک�اند. عضو ۲ در دست�کم آنها تای دو هر که است روشن و
و ∅ شده انتخاب مجموعه�های در اولاً کرد. انتخاب نمی�توان مجموعه ۲۲ از بيش که می�کنيم ادعا حال
در {1, 2} مثل دوعضوی مجموعه�ای اگر همچنين باشند. داشته وجود نمی�توانند تک�عضوی مجموعه�های
مجموعه�ها کل تعداد بنابراين، و باشند عضوی ۲ زيرمجموعه�ی اين شامل همه بايد بقيه باشد، زيرمجموعه�ها اين
باشد، زيرمجموعه�ها بين {1, 2, 3} مثل سه�عضوی مجموعه�ای اگر همچنين بود. خواهد 24 = 16 حداکثر

رسيد. مجموعه ۲۲ از بيش به نمی�توان که کرد ثابت می�توان قبل استدلال مشابه استدلالی با هم باز

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۲
جالب n3 = 8 ولی d(d(d(2)) = d(d(2)) = 2 چون است جالب عددی n = 2 که کنيد توجه

.d(3) = 2 ̸= 3 ولی ،d(d(8)) = d(4) = 3 چون نيست

است. صحيح (ب) گزينه�ی .۲۳
کنيد: تعريف چنين حقيقی اعداد روی را ∗ عمل

x ∗ y = x+ y + xy

به را an و . . . ،a1 اعداد بنابراين است. شرکت�پذير و جابه�جايی عملی ∗ که کرد ثابت می�توان آسانی به
A و ندارد بستگی کار اين انجام به�ترتيب نهايی نتيجه�ی کنيم ترکيب ∗ عمل با که ترتيب هر با و شکل هر

می�شود. مشخص an و . . . ،a1 توسط به�فرد منحصر به�طور

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۲۴
ابتدا در چون بنابراين می�دهد. وضعيت mتغيير مقسوم�عليه�های تعداد mبه شماره�ی لامپ که است روشن
فرد عددی آنها مقسوم�عليه�های تعداد که بود خواهند روشن لامپهايی پايان در بوده�اند، خاموش لامپها همه�ی

اگر اما باشد.
m = pα1

1 . . . pαs
s

d(m) = (α1 + با است برابر m شمارنده�های تعداد اين�صورت در باشد، اول عوامل به m تجزيه�ی
پس باشد. کامل mمربع يعنی باشد، زوج αi هر که بود خواهد فرد وقتی فقط d(m) و 1) · · · (αs+1)
می�شود نتيجه m2 < 1376 اگر است. ۱۳۷۶ از کوچکتر کامل مربعهای تعداد برابر روشن لامپهای تعداد

.m ≤ 37

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۵
برای می�رسيم. ۲۰ عدد به پنجم تا اول ستونهای از 23 و 20 ،29 ،26 ،23 اعداد انتخاب با که کنيد توجه
عدد يک دست�کم بايد وسط 3× 3 مربع از که کنيد توجه باشد، بزرگتر ۲۰ از تواند نمی a کنيم ثابت آنکه

است. ۲۰ نيز مربع اين در عدد بزرگترين و شود انتخاب

است. صحيح (ج) گزينه�ی .۲۶
صدق مسأله شرط در دارد، عضو ۵۰۱ که ،S = {501, 502, . . . , 1001} زيرمجموعه�ی که کنيد توجه

زوجهای باشد. S عضو بزرگترين t که کنيد فرض ،|S| > 501 اگر می�کند.

(1, t− 1), (2, t− 2), . . . ,
(⌊

t

2

⌋
,

⌈
t

2

⌉)
مرتب زوج هر از بنابراين است. t برابر آنها از يک هر دوم و اول مو�لفه�ی مجموع که مرتب�اند زوج ⌊ t

2⌋
اين مو�لفه�های در t − 1 ،. . . ،2 ،1 اعداد همه�ی چون باشد. S در می�تواند آن مو�لفه�ی يک حداکثر
و
⌊
t
2
⌋
≥ 502 می�شود نتيجه |S| > 501 فرض از .|S| ≤ ⌊ t

2⌋ بنابراين شده�اند، ظاهر مرتب زوج ⌊ t
2⌋

است. تناقض که t ≥ 1004 بنابراين

۹ ۷از صفحه�ی



کشور رياضی المپياد شانزدهمين اول مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه

است. صحيح (د) گزينه�ی .۲۷
اما، .n 9≡ f(n) يعنی دارند. ۹ عدد بر تقسيم در مساوی باقيمانده�ی همواره f(n) و n که می�دانيم

(13)76 9≡ 476 9≡ (42)38

9≡ (−2)38 9≡ (23)12 × 22

9≡ (−1)12 × 4 9≡ 4

.k 9≡ 4 آنگاه ،k = f(f · · · f(n0))) · · ·) اگر پس
دنباله�ی در ،f(n) < n باشد، داشته رقم دو دست�کم که n مانند عدد هر برای چون که کنيد توجه اکنون
بود. خواهد ۴ لزوماً رقمی يک عدد اين برسيم رقمی يک عدد يک به تا می�شوند کوچک مرتباً اعداد شده داده

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۲۸
می�ناميم. H را ارتفاعها تلاقی نقطه�ی

A

A0

A00

B

B 0

B 00

C

C 0
C 00

H

بنويسيم می�توانيم
AA′′

AA′ = 1+ A′A′′

AA′ = 1+ HA′

AA′ = 1+ HA′ ·BC

AA′ ·BC

آنگاه دهيم، نشان [△] با را △ شکل مساحت اگر می�کنيم. ساده ترتيب به�همين را CC′′

CC′ و BB′′

BB′

AA′′

AA′ + BB′′

BB′ + CC′′

CC′ = 3+ [BHC]+[AHC]+[AHB]
[ABC]

= 3+ [ABC]
[ABC]

= 4

۹ ۸از صفحه�ی



کشور رياضی المپياد شانزدهمين اول مرحله�ی آزمون سؤالات حل راه

است. صحيح (ه�) گزينه�ی .۲۹
به�صورت کامل مربع عدد هيچ اما .5m + 5k 4≡ 2 باشند، طبيعی عددهايی k و m اگر که کنيد توجه
نکته اين به دقت و ۶ و ۵ ، ۳ پيمانه�های به همنهشتی با نيز (د) و (ج) (ب)، گزينه�های ندارد. وجود 4r+ 2

می�شوند. رد نيست ۲ با همنهشت اعداد اين پيمانه�ی به کاملی مربع هيچ که

است. صحيح (الف) گزينه�ی .۳۰
می�شود، نتيجه شوارتز کوشی�ـ� نابرابری )از

1
a1

+ · · ·+ 1
a1376

)
(a1 + · · ·+ a1376) ≥ 13762

معادله اين پس است. تناقض که 1376 ≥ 13762 گرفت نتيجه می�توان باشد، داشته جواب معادله اگر و
ندارد. جواب

۹ ۹از صفحه�ی


