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منتظم دوازده�وجهی .۱ شماره سؤال
دليل به می�شماريم. می�کند منطبق خودش روی به را منتظم دوازده�وجهی يک که مختلفی دوران�های تعداد ابتدا الف.
قرار فضا در حالتی در ۱۲وجهی کنيد (فرض برد پايينی وجه به را آن وجه ۱۲ از کدام هر می�توان دوازده�وجهی يک تقـارن
۵ به وجه اين هستند، ۵ضلعی شکل به وجوه همه�ی که اين به توجه با ضمناً باشد). افقی آن وجه يک که باشد گرفته
داريم. دوازده�وجهی يک برای مختلف دوران ۱۲ × ۵ = ۶۰ بنابراين بگيرد. قرار پايينی وجه روی می�تواند مختلف طريق
دوران ۵۹ پس می�مانند، باقی خود جای سر رأس��ها همه��ی و نمی�دهد تغيير را شکل دوران�ها، اين از يکی که کنيد دقت
تعداد� و رأس�ها تعداد شمارش با را دوران ۶۰ اين تعداد می�توان (البته می�دهد. تغيير را دوازده�وجهی وضعيت که داريم
يال و رأس هر به را يالی و رأس هر دوران با می�توان که نکته اين به توجه با و می�رسند هم به رأس هر در که يال�هايی

کرد.) محاسبه هم فرستاد ديگری
رأس يک دوران�ها از چندتا در که کنيم محاسبه می�خواهيم بگيريد. نظر در را چندوجهی از علامت�دار رأس يک ادامه در
کرد انتخاب دوازده�وجهی از علامت�دار رأس يک می�توان طريق ۱۰ به که کنيد دقت می�شود. منطبق رأس اين بر علامت�دار
اين� از يکی در هم باز اما گيرند. قرار نظر مورد رأس اين روی مختلف طريق ۳ به می�توانند هم رأس ۱۰ اين از کدام هر و
رأس يک حالت ۳ × ۱۰ − ۱ = ۲۹ در کل در پس نمی�کند. ايجاد چندوجهی در تغييری هيچ بحث مورد دوران حالت�ها

می�گيرد. قرار رأس اين روی علامت�دار
می�گيرند. قرار هم روی علامت��دار رأس دو بار ۲۹۰ دوران�ها همه�ی در داريم، علامت�دار رأس ۱۰ که اين به توجه با حال
اين تعداد که دارد وجود دورانی داريم، نابديهی و مختلف دوران ۵۹ کل در که اين به توجه با و کبوتری لانه اصل به بنا
حداکثر آن در انطباق�ها اين تعداد که دارد وجود دورانی ، ۲۹۰۵۹ < ۵ که آن�جا از نيست. بيش�تر ۲۹۰

۵۹ از آن در منطبق�شدن�ها
است. مسئله حکم همان اين و است ۴

نقطه�ی سه روی علامت�دار نقطه�ی سه حداکثر آن، انجام با که يافت دورانی نتوان آن در که بزنيم مثالی است کافی ب.
اين از دورانی کنيد فرض می�زنيم. علامت را هم روی به رو وجه دو بر واقع رئوس منظور اين برای بگيرد. قرار علامت�دار
شکل دوران هر با بايد صورت اين در باشد. منطبق اولی علامت�دار رئوس با علامت�دارش رأس سه حداکثر که باشد شکل
از کدام هر اگر (چون باشد شامل را اوليه شکل از علامت�دار نقطه�ی يک حداکثر جديد شکل علامت�دار وجه دو از يکی

است.) افتاده اتفـاق انطباق چهار حداقـل باشند، شامل را علامت�دار رأس دو حداقـل وجه�ها
مجاور وجه�های از يکی يا و پايينی وجه شامل يا حتماً دوازده�وجهی، در هم به روبه�رو وجه��های از جفت يک کنيد دقت اما
انطباق دو حداقـل که داد نشان می�توان مشابه استدلال با دارد. وجود پايينی وجه در انطباق دو حداقـل پس است. آن
اتمام به حکم اثبات و افتاده اتفـاق علامت�دار رئوس انطباق چهار حداقـل دورانی هر در بنابراين داريم. بالايی وجه در هم

می�رسد.
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ريش�ريش! چند�جمله�ای�های .۲ شماره سؤال
می�کنيم: تعريف i ∈ {۱, ۲, . . . , k} طبيعی عدد هر برای الف.

Pi(x) =
(
x− i

)(
x− (k + i)

)
· · ·

(
x− ((n− ۱)k + i)

)
پس دارد، k + ۱

۲ و ۱
۲ بين ساده ريشه�ی يک دقيقـاً چندجمله�ای اين و هستند صحيح هممه Pi(x) ضرايب وضوح به

و Pi(jk + ۱
۲ ) علامت ،۰ ≤ j ≤ n − ۱ هر برای ترتيب همين به است. متفـاوت Pi(k + ۱

۲ ) و Pi(
۱
۲ ) علامت�های

هست. مختلف Pi((j + ۱)k + ۱
۲ )

[jk+ ۱
۲ , (j + ۱)k+ ۱

۲ ] بازه�ی سر دو در �Piها علامت که اين به توجه با باشد، Piها از تعدادی مجموع Q(x) اگر بنابراين
درون در ريشه�ای هم Q نتيجه در و است مختلف بازه اين سر دو در هم Q علامت است، مختلف ۰ ≤ j ≤ n− ۱ هر برای
ريشه�های همه�ی داريم، شده گفته شکل به بازه n و است n برابر Q درجه�ی که اين به توجه با نهايت در دارد. بازه اين

هستند. حقيقی Q

دارد. وجود چندجمله�ای�ها از خانواده�ای چنين بله، ب.
چندجمله�ای�های که يافت c۱ < c۲ < · · · مناسب طبيعی اعداد می�توان می�دهيم نشان

Pn(x) = x۲n+۱ − cn(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n), ∀n ≥ ۱

باشند. داشته را مسئله نظر مورد خاصيت�های
باشند، شده مشخص c۱, . . . , cn−۱ کنيد فرض .c۱ = ۱ می�دهيم قرار ابتدا می�کنيم. تعريف استقرايی صورت به را cnها
ريشه�های همه�ی ∅ ⊊ A ⊆ {۱, ۲, . . . , n− ۱} هر برای و باشند نداشته مشترکی عامل P۱, P۲, . . . , Pn−۱ که گونه�ای به
اين�جا در A) A ⊆ {۱, ۲, . . . , n − ۱} هر برای که کنيم انتخاب گونه�ای به بايد را cn حال باشند. حقيقی ∑

j∈A Pj(x)

چندجمله�ی ريشه�های همه�ی باشد)، هم تهی می�تواند
fA(x) = x۲n+۱ − cn(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n) +

∑
j∈A

Pj(x)

.|Pj(x)| < Mn ،۱ ≤ j ≤ n − ۱ هر و x ∈ [۰, ۲n + ۱] هر برای که بگيريد حقيقی عددی را Mn > ۰ باشند. حقيقی
cn > ۲۲n

(
(۲n+ ۱)۲n+۱ + (n− ۱)Mn

)
اگر دقيق�تر طور به يعنی باشد، بزرگ کافی اندازه�ی به cn اگر که می�کنيم ادعا

داريم: شود، انتخاب
fA(

۱
۲ ) < ۰, fA(

۵
۲ ) < ۰, . . . , fA(۲k +

۳
۲ ) < ۰, . . . , fA(۲n+

۱
۲ ) < ۰

fA(
۳
۲ ) > ۰, fA(

۷
۲ ) > ۰, . . . , fA(۲k +

۱
۲ ) > ۰, . . . , fA(۲n− ۱

۲ ) > ۰

(۲n− ۱
۲ , ۲n+ ۱

۲ ) و ...،(۲− ۱
۲ , ۲+ ۱

۲ ) ،(۱− ۱
۲ , ۱+ ۱

۲ ) بازه�های از يک هر در fA ميانی مقدار قضيه�ی طبق صورت اين در
فرد درجه fA همه�ی که آن�جا از دارند. حقيقی ريشه�ی ۲n حداقـل کدام هر fAها پس دارد. حقيقی ريشه�ی يک حداقـل
حقيقی fA ريشه�ی ۲n+۱همه�ی است، فرد عددی هميشه فرد درجه يکچندجمله�ای حقيقی ريشه�های تعداد و هستند

بود. خواهد

داريم: ،۰ ≤ k ≤ n هر برای که کنيد توجه بالا، ادعای اثبات برای

fA(۲k +
۱
۲ ) < ۰ ⇔ (۲k +

۱
۲ )

۲n+۱ − cn(۲k +
۱
۲ − ۱)(۲k +

۱
۲ − ۲) · · · (۲k +

۱
۲ − ۲n) +

∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) < ۰

⇔ (۲k +
۱
۲ )

۲n+۱ +
∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) < cn(۲k +

۱
۲ − ۱)(۲k +

۱
۲ − ۲) · · · (۲k +

۱
۲ − ۲n)
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کل مقدار است، منفی پرانتزها از زوجی تعداد (۲k + ۱
۲ − ۱)(۲k + ۱

۲ − ۲) · · · (۲k + ۱
۲ − ۲n) حاصل�ضرب در چون

اين�که: با است معادل بالا نابرابری پس بود. خواهد مثبت حاصل�ضرب

cn >

(۲k + ۱
۲ )

۲n+۱ +
∑
j∈A

Pj(۲k + ۱
۲ )∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۱
∣∣∣∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۲
∣∣∣ · · · ∣∣∣۲k + ۱

۲ − ۲n
∣∣∣ (∗)

که: آن�جا از باشد، cn > ۲۲n
(
(۲n+ ۱)۲n+۱ + (n− ۱)Mn

)
اگر )اما

۲k +
۱
۲
)۲n+۱

< (۲n+ ۱)۲n+۱

∑
j∈A

Pj(۲k +
۱
۲ ) ≤

∑
j∈A

|Pj(۲k +
۱
۲ )| < (n− ۱)Mn

∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۱

∣∣∣∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۲

∣∣∣ · · · ∣∣∣۲k +
۱
۲ − ۲n

∣∣∣ > (۱
۲
)۲n

است. مشابه کاملاً نيز fA(۲k + ۳
۲ ) > ۰ که اين اثبات می�گردد. نتيجه (∗) نابرابری

نداشته مشترک عامل j < nبرای Pjها از هيچ�يک با Pn که کرد انتخاب گونه�ای به را cn می�توان که دهيم نشان بايد تنها
می�گيريم. کار به را زير ساده�ی لم منظور اين برای باشد.

ندارند. مشترک ريشه�ی زير چندجمله�ای دو آن�گاه باشند، متمايز و حقيقی عدد دو c′ و c اگر لم.
f(x) = x۲n+۱ − c(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n), g(x) = x۲n+۱ − c′(x− ۱)(x− ۲) · · · (x− ۲n)

يعنی هست. نيز f(x)− g(x) ريشه�ی باشد، چندجمله�ای دو اين مشترک ريشه�ی x۰ اگر اثبات.
(c′ − c)(x۰ − ۱)(x۰ − ۲) · · · (x۰ − ۲n) = ۰

يا و f(x) ريشه�ی مجموعه اين اعضای از يک هيچ اما باشد، {۱, ۲, . . . , ۲n} مجموعه�ی عضو x۰ بايد ،c ̸= c′ چون حال
باشند. داشته مشترک ريشه�ی نمی�توانند چندجمله�ای دو اين پس نيستند. g(x)

با شده تعريف Pn ،cn مقدار متناهی برای حداکثر است، متناهی j < n برای Pj ريشه�های تعداد چون لم اين به توجه با
مقدار متناهی اين از غير عددی را cn می�توان پس دارد. مشترک) (عامل مشترک ريشه�ی Pjها از يکی با cn از استفـاده

باشد. نداشته قبلی Pjهای با مشترکی ريشه�ی که کرد انتخاب
هستند، صحيح ضرايب با و تکين همگی می�شود، معرفی استقرايی صورت به شکل اين به که Pjهايی دنباله�ی بنابراين
به حکم اثبات ترتيب اين به است. حقيقی آن�ها از متناهی مجموع هر ريشه�های همه�ی و ندارند مشترکی عامل دو�به�دو

می�رسد. پايان
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لق چهارضلعی .۳ شماره سؤال
مشخص�شده نقطه�های و دهيم نمايش ABCD با را می�سازند فضا در فـلزی ميله�ی چهار اين که چهارضلعی کنيد فرض
می�ناميم. π را نقطه چهار اين از گذرنده صفحه�ی بناميم. Q و P ،N ،M ترتيب به را DA و CD ،BC ،AB اضلاع روی

داريم: سادگی به بگيريد. π صفحه�ی تا D و C ،B ،A فـاصله�ی ترتيب به را d و c ،b ،a

AM

MB
=

a

b
,
BN

NC
=

b

c
,
CP

PD
=

c

d
,
DQ

QA
=

d

a
⇒ AM

MB

BN

NC

CP

PD

DQ

QA
= ۱

P و N ،M نقطه�های از جديد وضعيت اين در که بگيريد صفحه�ای را π′ بدهيم. وضعيت تغيير ميله�ها کنيد فرض حال
داريم: بالا مشابه بنابراين می�دهيم. نمايش� d′ و c′ ،b′ ،a′ با ترتيب به را π′ تا D و C ،B ،A فـاصله�ی بار اين می�کند. عبور

AM

MB
=

a′

b′
,
BN

NC
=

b′

c′
,
CP

PD
=

c′

d′

صفحه�ی روی بايد هم Q نتيجه در و بود خواهد DQ
QA = d′

a′ است، ۱ برابر AM
MB

BN
NC

CP
PD

DQ
QA حاصل�ضرب که اين به توجه با

باشد. واقع π′
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هوش�مند پله�برقی .۴ شماره سؤال
کنيد مشخص را زمانی بازه�های حال بگيريد. نظر در را هستند پله�برقی روی زمان آن در که افرادی تعداد لحظه هر در
بازه�ی k کنيد فرض باشد. ثابتی مقدار هستند، پله�برقی روی بازه آن از لحظه� در که افرادی تعداد آن�ها از کدام هر در که
افرادی تعدادی و iام بازه�ی طول نمايش برای ترتيب به ai و ti نماد�های از باشند. خاصيت اين دارای I۱, I۲, . . . , Ik

است.
k∑

i=۱
ti افراد همه�ی انتقـال برای کل زمان که است واضح می�کنيم. استفـاده هستند، پله�برقی روی iام بازه در که

می�دانيم: هم�چنين
k∑

i=۱
a۱−α
i ti = nl

است. nl برابر طرف يک از افراد همه�ی توسط طی�شده مسافت�های مجموع پس می�کند، طی را l مسافت فرد هر که چرا
همه��ی جابه�جايی�های مجموع می�شود، جابه�جا tia

−α
i اندازه�ی به کدام هر نفر ai ،Ii بازه�ی در که آن�جا از ديگر طرف از

بود. خواهد بالا عبارت چپ سمت برابر افراد

می�گيريم: نظر در را حالت دو ادامه در

نباشد!)، پله�برقی روی کسی هيچ زمانی بازه�ی يک در که نيست هستند(منطقی طبيعی �aiها که آن�جا از .α ≥ ۱ •
داريم: پس .a۱−α

i ≤ ۱ ،α ≥ ۱ چون و ai ≥ ۱

nl =
k∑

i=۱
a۱−α
i ti ≤

k∑
i=۱

ti

،(ai = شوند(۱ پله�برقی سوار يکی يکی افراد بايد زمان اين به رسيدن برای است. nl برابر حداقـل نياز مورد پسزمان
شود. سوار قبلش نفر شدن پياده محض به نفر هر يعنی

نتيجه در و a۱−α
i ≤ n۱−α ،α < ۱ و ai ≤ n چون .α < ۱ •

nl =
k∑

i=۱
a۱−α
i ti ≤ n۱−α

k∑
i=۱

ti ⇒
k∑

i=۱
ti ≥ nαl

پله�برقی سوار هم�زمان نفر، nهمه�ی بايد زمان اين به رسيدن برای و است nαl برابر زمان حداقـل حالت اين در پس
می�شود.) nαl برابر لازم زمان است، l برابر مسافت کل چون و است n−α برابر (سرعت شوند.



..

۶

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۰ خلاقيت آزمون راه�حل

طلايی اول اعداد .۵ شماره سؤال
مجموعه�ی را S .t ≥ n دهيم نشان بايد بگيريد. ۱۳۹۰n مساوی يا کم�تر مساوی يا کم�تر طلايی اول اعداد تعداد را t الف.
به باشند. {q۱, q۲, . . . , qt} مجموعه�ی در اولشان عوامل همه�ی که بگيريد ۱۳۹۰n مساوی يا کم�تر طبيعی اعداد همه�ی
وضوح به است. مربع از خالی b و هستند طبيعی عدد دو b و a که شود نوشته a۲b شکل به می�تواند S عضو هر وضوح
ترتيب به b و a پس است. ۱ يا ۰ برابر αi هر که b = qα۱

۱ qα۲
۲ · · · qαt

t که می�دانيم هم b مورد در .a ≤
√
۱۳۹۰n = ۱۳۹۰n

۲

.|S| ≤ ۲t۱۳۹۰n
۲ بنابراين و دارند حالت ۲t و ۱۳۹۰n

۲

داريم: ،۱ ≤ i ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n که i ∈ N هر برای ديگر طرف از

ai ≤ i۱/۵ ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n×۱/۵ = ۱۳۹۰n

اين و ai ∈ S ،۱ ≤ i ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n هر برای لذا و هستند {q۱, q۲, . . . , qt} مجموعه�ی عضو ai اول عوامل تمام که کنيد توجه

دارد. عضو [۱۳۹۰ ۲
۳
] حداقـل S يعنی

بنابراين و ۲× ۱۳۹۰ ۱
۲ ≤ ۱۳۹۰ ۲

۳ − ۱ ديد: می�توان آسانی به نهايت در
۲n × ۱۳۹۰n

۲ = (۲× ۱۳۹۰ ۱
۲ )n ≤ (۱۳۹۰ ۲

۳ − ۱)n ≤ ۱۳۹۰ ۲
۳n − ۱ ≤ |S| ≤ ۲t × ۱۳۹۰n

۲

می�رسد. پايان به قسمت اين اثبات و t ≥ n پس

۱۳۹۰۲n مساوی يا کم�تر طلايی اول اعداد تعداد را t بار اين است. (الف) قسمت به شبيه بسيار هم قسمت اين اثبات ب.
مساوی يا کم�تر طبيعی اعداد همه�ی مجموعه�ی را S قبل مشابه هم باز .t ≥ n دهيم نشان بايد هم اين�جا در بگيريد.

باشند. qt مساوی کم�تر و طلايی اولشان عوامل همه�ی که بگيريد ۱۳۹۰۲n
مربع از خالی و طبيعی عدد دو c و b و طبيعی c و b ،a که نوشت a۴b۲cصورت به می�توان را طبيعی عدد هر که کنيد دقت
به شبيه استدلال (با است ممکن حالت ۲t حداکثر هم c و b برای و ۴√۱۳۹۰۲n = ۱۳۹۰n

۲ حداکثر a برای اين�جا در باشند.
.|S| ≤ ۲۲t × ۱۳۹۰n

۲ پس (الف)). قسمت
همه�ی ضمناً .ai ≤ i۲/۴ ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶n×۲/۴ = ۱۳۹۰۲n � باشد، ۱۳۹۰ ۵
۶n مساوی يا کم�تر و طبيعی عددی i اگر حالت اين در

داريم: پس .ai ∈ S نتيجه در و هستند طلايی i ≤ ۱۳۹۰ ۶
۶n برای aiها اول عوامل

۲۲n × ۱۳۹۰n
۲ = (۴× ۱۳۹۰ ۱

۲ )n ≤ (۱۳۹۰ ۵
۶ − ۱)n ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶n − ۱ ≤ |S| ≤ ۲۲t × ۱۳۹۰n
۲

اثبات و t ≥ n می�دهند، نتيجه� نابرابری�ها اين هستند. برقرار نابرابری�ها ،۴× ۱۳۹۰ ۱
۲ ≤ ۱۳۹۰ ۵

۶ − ۱ که اين به توجه با که
می�رسد. پايان به هم مسئله از قسمت اين
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درگير دواير .۶ شماره سؤال
علاوه به و باشند واقع خط يک يا و دايره يک روی نقطه چهار هر که است اين مفيد(!) کافی و لازم شرط که می�کنيم ادعا

کنند. جدا هم از خط يا و دايره اين روی را B′ و A′ ،B و A

می�کنيم ثابت سپس باشند، واقع يکصفحه در بايد نقطه چهار که می�دهيم نشان ابتدا خاصيت، اين بودن لازم اثبات برای
B و A طرف يک در B′ و A′ بايد خط يا و دايره اين روی می�دهيم نشان انتها در و باشند هم�خط يا و هم�دايره بايد که

نباشند.

موازی يا و (متقـاطع هستند متنافر A′B′ از گذرا خط و AB از گذرنده خط نباشند، هم�صفحه نقطه چهار اين اگر •
و π که يافت π′ مثل B′ و A′ از گذرنده صفحه�ای و π مثل B و A از گذرنده صفحه�ای می�توان بنابراين نيستند).
در ديگری و π صفحه�ی در يکی دايره دو وضوح به باشند). نداشته اشتراکی فضا در (يعنی باشند موازی هم با π′

باشند. هم�صفحه بايد نقطه چهار و ندارد امکان حالت اين پس باشند. درگير هم با نمی�توانند π′ صفحه�ی

(اگر ندارد قرار ABA′ مثلث محيطی دايره�ی روی B′ و هستند واقع صفحه يک در نقطه چهار که کنيد فرض حال •
حالت اين در می�گيريم). نظر در را نقطه سه اين از گذرنده خط محيطی دايره�ی جای به باشند، هم�خط A′ و B ،A
بگذرد B و A از هنوز که آورد دست به جديدی دايره�ی و داد تغيير کمی را واصل) خط (يا محيطی دايره�ی می�توان
واقع آن بيرون دو هر يا و باشند دايره اين درون نقطه دو هر يا يعنی باشد؛ يک�سان آن به نسبت B′ و A′ وضعيت و

باشند.

نيستند درگير A′B′ قطر به و نقطه�ها از گذرنده صفحه�ی بر عمود دايره�ی و تغييريافته دايره�ی اين صورت اين در
هم�خط يا و هم�دايره نقطه چهار بايد که می�دهد نشان تناقض اين و پايين) شکل در خط�چين صورت به دايره�ی (دو

باشند.
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قسمت مشابه کاملاً هم اين�جا در باشند. واقع B و A سمت يک در B′ و A′ خط) (يا دايره اين روی کنيد فرض •
B و A از که آيد دست به جديدی دايره�ی تا می�دهيم تغيير اندکی را نقطه�ها از گذرنده خط) (يا دايره اين قبلی
بر عمود دايره�ی و تغييريافته دايره�ی اين قبل قسمت شبيه باشند. واقع آن بيرون يا درون B′ و A′ دو هر و بگذرد

نيستند. درگير A′B′ قطر به و نقطه�ها از گذرنده صفحه�ی

B′ و A′ ،B ،A نقطه�ی چهار کنيد فرض منظور اين برای هست. هم کافی بيان�شده شرط که می�دهيم نشان ادامه در
گذرنده دايره�ی هر و C مثل B و A از گذرنده دايره�ی دو هر که دهيم نشان می�خواهيم و هستند دارا را يادشده خواص

بناميد. π′ و π ترتيب به را C ′ و C شامل صفحات هستند. درگير C ′ مثل B′ و A′ از

C درون نقطه يک شامل C ′ ∩ π هستند. نقطه�ها از گذرنده خط شامل π′ πو دوی هر باشند، هم�خط نقطه�ها اگر •
هستند. درگير C ′ و C بنابراين و است (π (در C بيرون نقطه يک و

اين در بگيريد. π′ و π اشتراک خط را l و A′B′ و AB تقـاطع محل را M باشند، واقع دايره� يک روی نقطه�ها اگر •
X مثل نقطه دو در را C دايره�ی l پسخط است، C درون M .MA.MB = MA′.MB′ و M ∈ l حتماً صورت
قطع Y ′ و X ′ مثل نقطه دو در را C ′ دايره�ی l خط مشابه طريق به دارد. قرار Y و X Mبين که می�کند قطع Y و

داريم: باشند. M طرف يک در X ′ و X کنيد فرض است. واقع هم Y ′ و X ′ بين M که می�کند
MX.MY = MA.MB = MA′.MB′ = MX ′.MY ′

متفـاوت طرف دو در يا C ′∩π = {X ′, Y نقـاط{′ بنابراين بالعکس. MYو ≥ MY ′ آن�گاه ،MX ≤ MX ′ اگر پس
هستند. درگير C ′ و C يعنی اين و واقع�اند C روی دو هر يا و دارند قرار (π (در C



..

۹

.

www.mathysc.com رياضی المپياد ملی کميته�ی وب�گاه

..
۱۳۹۰ خلاقيت آزمون راه�حل

پيش�گو تابع .۷ شماره سؤال
طبيعی اعداد از متناهی زيرمجموعه�های برای را f تابع ابتدا است، شده اشاره سؤال صورت راه�نمايی در که طور همان
راحتی به می�کنيم. تعريف مجموعه اين عضو بزرگ�ترين برابر f(A) باشد، متناهی مجموعه�ای A ⊆ N اگر می�کنيم. تعريف
،x > max

a∈A
a اگر که (چرا می�سازد برآورده را متناهی مجموعه�های برای بودن پيش�گو شرط f تعريف اين که ديد می�توان

.(f(A ∪ {x}) = x

رابطه�ی يک منظور اين برای دهيم. گسترش طبيعی اعداد زيرمجموعه�های همه�ی به را f تابع اين می�کنيم سعی ادامه در
به ”نزديک را A,B ⊆ N زيرمجموعه�ی دو که می�کنيم تعريف صورت اين به طبيعی اعداد زيرمجموعه�های روی هم�ارزی
معادل تعريف اين رسيد. ديگری به يکی از بتوان طبيعی عدد متناهی تعدادی کم�کردن يا و اضافه با هرگاه می�گوييم هم“

باشد. متناهی A∆B زيرمجموعه�ی که است آن
روی هم�ارزی رابطه�ی يک بودن نزديک که ديد می�توان (∆) مجموعه�ها متقـارن تفـاضل از زير خواص به توجه با

می�کند. تعريف طبيعی اعداد زيرمجموعه��های
A∆A = ∅

A∆B = B∆A

A∆C ⊆ (A∆B) ∪ (B∆C)

رابطه اين هم�ارزی کلاس هر از می�کنند. افراز هم�ارزی کلاس�های به را طبيعی اعداد زيرمجموعه�های هم�ارزی رابطه�ی اين
دهيم. نمايش SA با را A شامل کلاس از انتخاب�شده عنصر کنيد فرض می�کنيم۱. انتخاب را زيرمجموعه يک

عضوی بزرگ�ترين پس است، متناهی A∆SA که کنيد توجه .f(A) = max(A∆SA) می�کنيم تعريف ،A ̸= SA هر برای
می�کنيم. تعريف دل�خواهی مقدار هر برابر هم را f(SA) دارد. وجود آن برای

که بگيريد طبيعی عدد يک را x است. پيش�گو طبيعی اعداد از A زيرمجموعه�ی هر برای جديد، تابع اين که می�کنيم ادعا
SA = SA∪{x} پس دارند. قرار هم�ارزی يککلاس در بنابراين و هستند هم به نزديک A∪{x} و Aصورت اين در .x /∈ A

داريم: لذا و
f(A ∪ {x}) = f(A∆{x}) = max(A∆{x}∆SA) = max((A∆SA)∆{x}

می�رسد. پايان به ادعا اثبات بنابراين و f(A ∪ {x}) = x ،x > max(A∆SA) اگر پس
f(A) = کنيم، انتخاب را تهی مجموعه�ی متناهی، زيرمجموعه�های هم�ارزی کلاس نماينده�ی عنوان به اگر که کنيد (توجه
متناهی زيرمجموعه�های برای راه�حل ابتدای در که است تابعی از گسترشی تابع اين بنابراين و max(A∆∅) = max(A)

بود.) خواهد شد، معرفی

می�کنيم. استفـاده انتخاب اصل نام به اصلی از کار اين ۱برای
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پوشاننده دنباله�های .۸ شماره سؤال
.(Sj = {aj + tdj : t = ۰, ۱, ۲, . . .}) می�دهيم نمايش S۱, S۲, . . . , Sn با را مسئله صورت در بيان�شده تصاعدهای الف.
S = {r+tp : t = ۰, ۱, ۲, . . حسابی{. تصاعد حال نباشند. هم�نهشت r با pپيمانه�ی به a۱, . . . , ak از هيچ�يک فرضکنيد
می�شود. پوشيده Sk+۱, . . . , Sn با بنابراين و ندارد اشتراکی S۱, . . . , Sk از هيچ�کدام با تصاعد اين بگيريد. نظر در را
ترتيب) (به نسبت قدر با تصاعد�هايی S ∩ Sk+۱, . . . , S ∩ Sn که می�دانيم چينی باقی�مانده قضيه�ی از استفـاده با
صورت اين در می�کنيم. تعريف f(x) = x−r

p ضابطه�ی با را f : S → {۰, ۱, . . .} تابع حال هستند. pdk+۱, . . . , pdn

با S که آن�جا از هستند. dk+۱, . . . , dn نسبت قدر با حسابی تصاعدهايی f(S ∩ Sk+۱), . . . , f(S ∩ Sn) مجموعه�های
(مينيمال کوتاه�بودن با که می�پوشانند را N∪ {۰} هم مجموعه�ها اين است، پوشا تابعی f و می�شد پوشيده Sk+۱, . . . , Sn

دارد. تناقض d۱, d۲, . . . , dn بودن)

اعداد کنيد فرض .Ii = {j : pi|dj} کنيد تعريف و باشند d۱, . . . , dn اول عوامل همه�ی p۱, . . . , pk کنيد فرض ب.
خانواده�های از يکی حداقـل که می�کنيم ادعا اند. شده پوشانده Sj = {aj + tdj : t = ۰, ۱, ۲, . . .} تصاعد�های با طبيعی

است. پوشاننده دنباله�ای خود Iiها از يکی يعنی اين و می�پوشانند را طبيعی اعداد Θi = {Sj : j ∈ Ii}

پوشيده Θi تصاعدهای توسط که شود يافت ri و نپوشانند را طبيعی اعداد همه�ی Θi تصاعدهای ،i هر برای کنيد فرض
،i هر برای که دارد وجود r مثل طبيعی عدد چينی باقی�مانده�ی قضيه�ی طبق .Di =

∏
pi|dj

dj کنيد تعريف نمی�شود.
ادعا بنابراين دارد. تناقض بودن پوشاننده با که نمی�شود پوشيده تصاعدها از يک هيچ با r بنابراين .r ≡ ri (mod Di)

شد. ثابت کامل طور به

اگر تنها و اگر است، پوشاننده دنباله�ی يک diها دنباله�ی می�کنيم ادعا .di = pri که کنيم فرض می�توانيم بنابراين
.∑
i

۱
di

= ۱ اگر تنها و اگر هست، هم (مينيمال) کوتاه پوشاننده، دنباله�ی اين علاوه به و ∑
i

۱
di

≥ ۱

اعداد از Ndjتا
+ ۱ حداکثر Sj طبيعی، N هر برای پوشانده�ايم. Si تصاعدهای با بالا طبق را طبيعی اعداد کنيد فرض •

و ∑j
۱
dj

≥ N
N+d لذا و

∑
j

N+d
dj

≥ N باشد، djها بين در عدد بزرگ�ترين d اگر پس می�پوشاند. را {۱, ۲, . . . , N}

.∑j
۱
dj

≥ ۱ باشيم داشته بايد است دل�خواه N چون

پوشاننده دنباله�ی يک تشکيل djها که می�دهيم نشان n روی استقرا با .∑j
۱
dj

≥ ۱ کنيد فرض برعکس حال •
تعريف d۱, d۲, . . . , dn بين در pjها تعداد برابر را nj ،n > ۱ اگر است. واضح حکم که باشد n = ۱ اگر می�دهند.
داريم). پوشاننده دنباله�ی يک حتماً لذا و هست diها بين در هم يک عدد n۰ ̸= ۰ (اگر n۰ = ۰ کنيد فرض کنيد.
اگر زيرا ،ns ≥ p است شده ظاهر diها بين در بار p حداقـل که دارد وجود ps مثل نسبتی قدر حتماً صورت اين در

لذا و nj ≤ p− ۱ ،j هر برای نباشد چنين
n∑

j=۱

۱
dj

=

∞∑
k=۱

nk

pk
< (p− ۱)(۱

p
+

۱
p۲

+ · · · ) = (p− ۱)( ۱
p− ۱ ) = ۱

∑ثابت ۱
dj
مجموع تغيير اين با داد. قرار ps−۱ يک آن جای به و کرد حذف d۱, . . . , dn از را psها از pتا می�توان حال

پوشاند. جديد نسبت�های قدر اين با حسابی تصاعدهای با را طبيعی اعداد می�توان استقرا فرض طبق پس می�ماند.
قدر با تصاعدهايی کنيم، تقسيم ps نسبت قدر با تصاعد p به را تصاعدها اين ميان در ps−۱ نسبت قدر با تصاعد اگر

می�شود. ثابت هم بخش اين حکم و پوشانده�اند را طبيعی اعداد که يافته�ايم شده داده نسبت�های
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مساوی يا بيش�تر مجموع هم باز آن�ها از يکی حذف با ∑زيرا ۱
di

> ۱ بايد وضوح به نباشند کوتاه دنباله�ای diها اگر •
است. يک

dnها

di
همه�ی چون و ∑n

i=۱
dn

di
> dn داريم .∑n

i=۱
۱
di

> ۱ و d۱ ≤ d۲ ≤ · · · ≤ dn کنيد فرض ديگر طرف برای •
بنابراين و dn

di
≥ ۱+ dn بايد هستند، طبيعی اعداد

n∑
i=۱

dn
di

≥ ۱+ dn ⇒
n∑

i=۱

۱
di

≥ ۱+ ۱
dn

⇒
n−۱∑
i=۱

۱
di

≥ ۱

اعضای از را dn می�توانيم يعنی اين و است پوشاننده هم d۱, . . . , dn−۱ می�دهد نتيجه اين قبلی قسمت�های طبق که
(مينيمال) کوتاه اوليه دنباله�ی بنابراين و باشند پوشاننده مجدداً باقی�مانده اعضای که طوری کنيم حذف دنباله

است. نبوده
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